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ВЛАСТИВОСТІ ОДНОГО КЛАСУ ФУНКЦІОНАЛІВ 
Встановлено специфічні особливості одного класу функціоналів. Поширено теореми Вейєрштраса, Больцано-
Коші на досліджуваний клас функціоналів. 
 
1. Попередні відомості та основні означення. 
Означення 1. Функціонал f будемо називати функціоналом класу К, якщо він визначений на компакті Е 
метричного простору F і задовольняє умови: 
1) якщо в точці ( ) 000 >∈ xfEx , то ( ) ( ){ } ( )0000 xUxxxxxU ∈∀<−=∃>∀ εδε : 
( ) ( ) εε +<<− 0xfxf ; 
2) якщо в точці ( ) 000 <∈ xfEx , то ( ) ( ){ } ( )0000 xUxxxxxU ∈∀<−=∃>∀ εδε : 
( ) ( ) εε <<+− xfxf 0 ; 
3) якщо в точці ( ) 000 =∈ xfEx , то f – неперервний функціонал в точці 0x , тобто  
( ) ( ){ } ( )0000 xUxxxxxU ∈∀<−=∃>∀ εδε : ( ) εε <<− xf . 
Розглянемо властивості та особливості функціоналів даного класу. 
Теорема 1. Клас С неперервних функціоналів f , визначених на компакті Е метричного простору F, на-
лежить класу К. 
Доведення. Візьмемо довільний неперервний функціонал Cf ∈ , тоді 
( ) ( ){ } ( )0000 xUxxxxxU ∈∀<−=∃>∀ εδε : ( ) ( ) ε<− 0xfxf , що рівносильне нерівності 
( ) ( ) ( ) εε +<<− 00 xfxfxf , і перевіримо виконання умов 1) – 3) означення 1. 
1) Якщо в точці ( ) 000 >∈ xfEx , то ( ) ( ){ } ( )010010 xUxxxxxU ∈∀<−=∃>∀ εδε : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) εεεε +<<−⇒+<<− 000 xfxfxfxfxf  (так як ( ) εε −< 0xf- ); 
2) Якщо в точці ( ) 000 <∈ xfEx , то ( ) ( ){ } ( )010010 xUxxxxxU ∈∀<−=∃>∀ εδε : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) εεεε <<−⇒+<<− xfxfxfxfxf 000  (так як ( ) εε <+0xf ); 
3) Якщо в точці ( ) 000 =∈ xfEx , то функціонал Cf ∈ – неперервний в кожній точці компакта Е і  
в точці 0x  також. 
Умови 1) – 3) виконуються, тому будь-який неперервний функціонал належить класу К. 
2. Теореми Вейєрштраса. 
Теорема 2. Якщо функціонал f  визначений на компакті Е метричного простору F і є функціоналом класу 
К, то f  – обмежений на Е. 
Доведення. Зафіксуємо довільне 00 >ε  і покриємо кожну точку множини Е околом ( )ExU , визначеним за 
означенням 1. Множина Е – компакт, тому з утвореного покриття цієї множини можна вибрати скінченне. В 
кожному околі функціонал f  – обмежений. Розглянемо скінченну множину точок 
( ) ( ){ }εεεε +−− ij xf,xf,, 00 ( )m,,n,nj;n,,,i KK 2121 ++== , що відповідають скінченній кількості вибраних 
околів. Позначимо через М найбільше з цих чисел, а через m – найменше, тоді ( ) MxfmEx ≤≤∈∀ . Отже, f  
– обмежений функціонал на Е. 
Теорема доведена. 
Зауваження 1. Умови 1) ( ) ε−>xf  та 2) ( ) ε<xf  визначення функціоналів класу К є істотними. 
Теорема 3. Якщо функціонал f  визначений на компакті Е метричного простору F і належить класу К, 
при цьому 
( ){ } 0>
∈
xfsup
Ex
, ( ){ } 0<
∈
xfinf
Ex
, то існують точки Ex,x ∈21  такі, що ( ) ( ){ }xfsupxf
Ex∈
=1  та 
( ) ( ){ }xfinfxf
Ex∈
=2 . 
Доведення. За теоремою 2, ( ){ }xfsupM
Ex∈
=∃  та ( ){ }xfinfm
Ex∈
=∃ . 
Доведемо першу частину теореми, тобто Ex ∈∃ 1  така, що ( ) ( ){ }xfsupxf
Ex∈
=1 . За умовою теореми 3, 
0>M . Зафіксуємо довільне 0>ε  та розглянемо нерівність MM <−ε . Так як М – точна верхня межа, то 
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Ex ∈∃ : ( ) MxfM ≤<− ε . Якщо ( ) Мxf = , то теорема доведена. В протилежному випадку, розглянемо 
{ }∞
=1nnε  – спадну додатню послідовність, причому 0=
∞→
n
n
lim ε . Їй відповідає послідовність { } Ex
nn
⊂
∞
=1  така, 
що ( ) MxfM nn ≤<−ε . А це означає, що ( ) Mxflim n
n
=
∞→
. Так як Е – компакт, то з послідовності { }∞
=1nnx  мож-
на вибрати збіжну підпослідовність { }∞
=1кnк
x  таку, що 1xxlim knк
=
∞→
, де Ex ∈1 . 
Нехай ( ) 01 >xf . Якщо ( ) Мxf =1 , то теорема доведена. У випадку, коли ( ) Мxf <1 , покладемо 
( )
2
0 1
xfM −
<< ε , тоді за означенням функціоналів класу К ( ) ( )11 xUxxU ∈∀∃ : ( ) ( ) εε +<<− 1xfxf . Оскі-
льки ( ) ( ) MMxfxf <+<+
2
1
1 ε , то для достатньо великих номерів kn  виконується нерівність 
( ) ( ) ( ) ε+>+> 112 xfMxfxf kn , що суперечить умові 1 означення функціоналів класу К. Отже, в даному випад-
ку ( ) Mxf =1 . 
Нехай ( ) 01 =xf . За означенням 1, функціонал f  — неперервний в точці 1x , тому ( ) ( ) Mxfxflim knk ==∞→ 1 . 
Тоді М дорівнює нулю, що суперечить умові теореми, тому випадок ( ) 01 =xf  неможливий. 
Нехай ( ) 01 <xf . Покладемо 20
M
<< ε , за означенням функціоналів класу К ( ) ( )11 xUxxU ∈∀∃ : 
( )
2
M
xf << ε . Тому для достатньо великих номерів kn  виконується нерівність ( ) 2Mxf kn < , а це суперечить 
умові ( ) Mxflim
knк
=
∞→
. Таким чином, випадок ( ) 01 <xf  неможливий. 
Доведемо другу частину теореми, коли 0<m . Розглянемо функціонал ( ) ( )xfxg −= . Очевидно, що функ-
ціонал ( )xg  належить до функціоналів класу К. Так як ( ){ } 0>−=−
∈
mxfsup
Ex
, то, за доведеною першою части-
ною, Ex ∈∃ 2  така, що ( ) mxf =2 . 
Теорема доведена. 
Зауваження 2. Для випадків: 1) ( ){ } 0<
∈
xfsup
Ex
 та 2) ( ){ } 0>
∈
xfinf
Ex
 твердження теореми 2 хибне. 
Досить легко показати це на прикладах. У випадку 1) візьмемо функцію 
( ) ( )




=−
≠−−−
=
22
212 2
xякщо,
,xякщо,x
xf  визначену на сегменті [ ]31, . Дана функція належить класу 
К,
[ ]
( ){ } 01
31
<−=xfsup
,
, проте [ ] ( ) 131 −≠∈∀ xf,x . 
Аналогічно можна перевірити другий випадок. Для цього досить розглянути функцію 
( ) ( )




=
≠+−
=
22
212 2
xякщо,
,xякщо,x
xg  визначену на сегменті [ ]31, . 
3. Теорема Больцано-Коші. 
Теорема 4. Нехай Е – зв’язний компакт метричного простору F, на якому визначено функціонал f, що на-
лежить класу К і для якого виконуються умови: 
1) Для Ex ∈∀  виконується одна з умов, або
( )
( ) 0
0
>
>
→
tflim
tf
,xt
, або 
( )
( ) 0
0
<
<
→
tflim
tf
,xt
. 
2) 21 x,x∃  такі, що ( ) ( ) 021 <⋅ xfxf . 
Тоді існує така точка с, що належить компакту Е, що ( ) 0=cf . 
Доведення. Припустимо супротивне: ( ) 0≠∈∀ xfEx . Утворимо розбиття множини Е на дві підмножи-
ни ( ){ }01 >∈= xfExE  та ( ){ }02 <∈= xfExE . Очевидно, що 21 EEE ∪=  , ∅=∩ 21 EE . Оскільки Е — 
зв’язна множина, то в одному з класів 1E  чи 2E  знаходиться точка скупчення іншої множини. Позначимо цю 
точку через 0x . Нехай 10 Ex ∈ . Тоді, за умовою теореми, ( ) 00 >xf . Зафіксуємо довільне 00 >ε . Так як 
Kf ∈ , то для 00 >ε  ( ) ( ){ } ( )0000 xUxxxxxU ∈∀<−=∃ εδ : ( ) 0ε−>xf . 
Оскільки в довільному околі точки х0 міститься  безліч точок множини 2E , то нехай { }∞=1nnx  – послідов-
ність точок множини 2E  така, що 0xxlim n
n
=
∞→
. Тоді при ( )00 xUxnn n ∈≥ : 0)(0 <<− nxfε . Таким чином, 
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послідовність ( ){ }∞
=1nnxf  обмежена, з неї можна вибрати збіжну підпослідовність ( ) α=
∞→ k
nk
xflim , де 
00 <<− αε . 
За умовою теореми, 0<α , тоді покладемо 
2
0 αε −<< . З умови, що функціонал f  належить класу К та 
( ) 00 >xf випливає, що ( ) ( ) ( ) 20101
α
ε >−>∈∀∃ xf:xUxxU . Оскільки для досить великих kn  
( )01 xUx kn ∈ , то й ( ) 2α>knxf , а це суперечить тому, що ( ) α=∞→ knk xflim . Отже, припущення невірне, тому 
Ec ∈∃  така, що ( ) 0=cf . 
Теорема доведена. 
Зауваження 3. Умова 1) теореми 3 істотна. 
Покажемо це на прикладі функцій, визначених на сегменті [ ]31, : 
( ) ( )




=
≠−−
=
22
22 2
xякщо,
,xякщо,x
xf ; ( ) ( )




=−
≠−
=
.xякщо,
,xякщо,x
xg
21
22 2
 
Очевидно, що ( ) 0
2
=
→
xflim
x
 та ( ) 0
2
=
→
xglim
x
, тобто дані функції не задовольняють умову 1) теореми 3. Усі інші 
умови цієї теореми виконуються, а висновок – ні. 
Зауваження 4. Нехай підмножина К1 класу К визначена умовами: 
1) якщо в точці ( ) 000 >∈ xfEx , то ( ) ( ){ } ( )0000 xUxxxxxU ∈∀<−=∃>∀ εδε : 
( ) ( ) ε+<< 00 xfxf ; 
2) якщо в точці ( ) 000 <∈ xfEx , то ( ) ( ){ } ( )0000 xUxxxxxU ∈∀<−=∃>∀ εδε : 
( ) ( ) 00 <<+− xfxfε ; 
3) якщо в точці ( ) 000 =∈ xfEx , то f – неперервний функціонал в точці 0x . 
Тоді теорема Больцано-Коші для функціоналів класу К1 справедлива в класичному формулюванні, тобто вико-
нання умови 1) для цього випадку не потрібне. 
4. Теорема про рівномірну збіжність функціоналів класу К. 
Теорема 5. Нехай послідовність ( ){ } Kxf
nn
⊂
∞
=1 , де ( )xf n  — функціонал визначений на компакті Е метри-
чного простору F, рівномірно збіжна до функціонала ( )xf  на множині Е. Тоді ( )xf  є функціоналом класу К. 
Доведення. Нехай Ex ∈0  та ( ) 00 >xf . Візьмемо 0>∀ε , тоді:  
ExNnN ∈∀>∀∃ : ( ) ( ) ( ) ( )
44
εε
+<⇒<− xfxfxfxf nn . 
Зафіксуємо Nn >0 . Тоді ( ) ( ) 40
ε
+< xfxf n . Оскільки ( ) Kxfn ∈0 , то існує окіл ( )00 xU n  такий, що 
( )00 xUx n∈∀ : ( ) ( ) 4000
ε
+< xfxf nn . Отже, ( )00 xUx n∈∀ : ( ) ( ) ( ) 24 000
εε
+<+< xfxfxf nn . Так як 
( ) ( )
4000
ε
<− xfxf n , то ( ) ( ) 4000
ε
+< xfxfn , а це означає, що ( ) ( ) ( ) ( ) εεε +<+<+< 000 4
3
20
xfxfxfxf n . 
Залишилось довести, що ( )00 xUx n∈∀ : ( ) ε−>xf . 
При Nn >0  з нерівності ( ) ( ) 4
ε
<− xfxf n одержуємо, що Ex ∈∀ : ( ) ( ) 4
ε
−> xfxf n . Оскільки ( ) 00 >xf , 
то для достатньо великих n  та ( ) 00 >xf n , можна вважати, що ( ) 000 >xf n . Звідси та з означення функціоналів 
класу К одержуємо, що ( )00 xU n′∃  ( )00 xUx n′∈∀ : ( ) 40
ε
−>xf n . Отже, з нерівності ( ) ( ) 4
ε
−> xfxf n  випливає, 
що ( )00 xUx n′∈∀ : ( ) 2
ε
−>xf . Якщо, ( ) ( )00 0 xUxUx n′∈ I , то ( ) ( ) εεε +<<−<− 02 xfxf , що й потрібно було 
довести. 
Нехай ( ) 00 <xf . В цьому випадку, розглянемо функціонал ( )( )xf− , який також належить класу К. Оскі-
льки ( ) 00 >− xf , то, за доведеною першою частиною теореми ( ) ( )000 xUxxU ∈∀∃>∀ε : 
( ) ( ) εε +−<−<− 0xfxf , або ( ) ( ) εε <<− xfxf 0 , що й треба було довести. 
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Нехай ( ) 00 =xf . За означенням рівномірної збіжності ( )εε N∃>∀ 0  ( )εNn >∀  Ex ∈∀ : 
( ) ( )
4
ε
<− xfxfn . 
Нехай Nn >0 . Тоді Ex ∈∀ : ( ) ( ) ( ) 44 00
εε
+<<− xfxfxf nn . Якщо ( ) 000 >xfn , то за означенням функціо-
налів класу К 0>∀ε  ( )00 xUn∃  ( )00 xUx n∈∀ : ( ) ( ) 44 000
εε
+<<− xfxf nn . А це означає, що ( )00 xUx n∈∀ : 
( ) ( )
22 0
εε
+<<− xfxf n . З нерівності ( ) ( ) 4
ε
<− xfxfn  в даному випадку маємо ( ) 400
ε
<xfn . З останньої не-
рівності та з ( ) ( )
22 0
εε
+<<− xfxf n  одержуємо, що ( )00 xUx n∈∀ : ( ) εεεε <<<−<− 4
3
2
xf , а це доводить 
теорему для цього випадку. 
Якщо ( ) 000 <xfn , то, розглядаючи функціонал ( )( )xf− , зводимо цей випадок до попереднього. 
Якщо ( ) 000 =xfn , то ( )xfn0  за означенням класу К є неперервним функціоналом в точці 0x , тому  
( ) ( )
000 xUxxU ∈∀∃>∀ε : ( ) 20
ε
<xf n . 
Отже, остаточно ( )0xUx ∈∀ : ( ) εεεε <<<−<− 4
3
4
3
xf , що й доводить теорему для цього випадку. 
Теорема доведена. 
Відомо, що образ компакта при неперервному відображенні є компакт. Виявляється, для функціоналів кла-
су К це твердження хибне, тобто, якщо Е — компакт і функціонал f  належить класу К, то ( )Ef  не буде ком-
пактом. 
Розглянемо функцію ( )




=
≤<−
=
.xякщо,
,x0якщо,x
xf
02
11 2
 
Нехай { }∞
=1nny  — послідовність, що задовольняє умови 10 << ny та 1=
∞→
n
n
ylim . Оскільки 1 ( )Ef∉ , де 
[ ]11;E −= , то ( )Ef  — не є компактом. 
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